
























































(Chevallard, 2006; Bosch & Gascón, 2006) に依
拠する．ATD は「教授学的転置理論」から発
展して構築されてきた数学教育学の理論であ
る (cf. Bosch & Gascón, 2006)．本研究では，
「教授学的転置 (didactic transposition)」とい
う現象を分析する際に用いられる「基本認識




































































学問としての数学 教えるべき数学 教えられた数学 学ばれた数学 
基本認識論モデル 
(reference epistemological models) 




























































は，拙稿 (坂岡・宮川, 2016) を参照されたい． 
 
表 1 基本認識論モデルとしての不等式のプラクセオロジー 




































































一方，高等学校では，数学 I と数学 II にお
いて不等式について学習する．数学 I では「T1:
不等式を解く」，数学 II では「T2: 不等式を証
明する」のタスクタイプが扱われる．教科書
では，様々な単元に渡り 5 つ全てのタスクタ
イプが見られた．例えば，数学 I の 1 次不等









では，数学 I の T1 を解決する際（同値変形）
に必要となるテクノロジーを「不等式の性質」
（大島ほか, 2012,  p.36），数学 II で「T2: 不
等式を証明する」際に必要となるテクノロジ
ーを「実数の大小関係に関する性質」（川中ほ
か, 2012,  p.28）と，大小関係の性質に異なっ
た名称が付されていた．学習者にはその違い
を知る由もないだろうが，との区別が表








「2x – 7 > 0 を移項により，2x > 7 とする．








いて得られた 2x > 6 は，2x > 7 を満たす x に
ついては，まったく正しい命題である．とこ
ろが，不等式を解く場合には同値変形が必要

































られていない（e.g. 大島ほか, 2012, p. 37）．さ
らに，実数の大小関係の性質は，「A < B なら
ば A + C < B + C, A – C < B – C」などと不等式
の性質として記述されることが多く（大島ほ
か, 2012, p. 36），必要十分となる性質を用い
ていることは教科書からはほとんどわからな
い（逆が成り立つことはほとんど明らかだが）．











の大小を表しなさい．–3 □ –7」（岡本ほか, 




































専攻している学部 3 年生と 4 年生の 7 ペア計





















繰り返した．1 ペアにつき約 90 分の時間を要
した． 
(2) 調査問題 
 調査問題は全部で 4 問用意した．それらの
問題を図 2 から図 5 に示す． 
図 2：問題 1 
 
図 3：問題 2 
 
図 4：問題 3 
 














「不等式 2x –7 > 0 を解きなさい」という問
題に，春子さんは次のように解答しました． 
解）    2x –7 > 0 
2x > 7   
7 > 6 より 2x > 6 






【問題 2】x を実数とすると，|x| ≧ 3 は，
x ≦ –3, 3 ≦ x を表しています．では，
|x| ≧ x は何を表していますか． 
【問題 3】x を実数とすると，|x – 1| < 1 な
らば |x| ≦ 2 であることを示してくださ
い． 
【問題 4】a, b を実数とすると，|a| – |b| ≦ 











問題 4 は T2: 絶対不等式の証明として三角
不等式の変形を証明するものである．通常，
a, b を正負の数で場合分けする方法，または，
両辺の 2 乗|a – b|2 – (|a| – |b|)2 を計算し，|ab| 
≧ ab の絶対不等式を利用することで示すこ




問題 1 においては，7 ペア 14 名全員が 2x –




子さんの解答である x > 3 と比較することで，
解の妥当性を議論した．x > 3 を間違いとする
理由は，春子さんが 2x > 6 として解いたこと
であると主張した．しかし，その理由をテク
ノロジーの大小関係の性質を用いて説明する
学生はいなかった．最終的に 6 ペアは x > 3 を
“間違いとは言い切れない”と結論を出した．
















ことより真偽を検討していた．|x – 1| < 1 と|x| 
≦ 2 をそれぞれ 0 < x < 2 と–2 ≦ x ≦ 2 に




切に関連させることができず，「|x – 1| < 1 な









学生は 8 名いた．二つ目は，両辺を 2 乗して
大きい方から小さい方を引き，0 以上となる
ことを示す方法で 5 名がその方法をとってい




























(1) 問題 1 




学生 F は，図 6 のように学生 C と同様の間
違い箇所を指摘していた．理由の冒頭に「ま
ず“7 > 6 より”としたところでおかしい」と
書き，続けて，2x –7 > 0 の x に 3.2 を代入す
ると左辺が負の数となり，所与の不等式を満
たさないため，x > 3 は正しくないと記述して
いる．そして，最後の 2 行の「②から x > 3.5
を導き出し，もとの式で考えると」（②は 2x > 
7 を指す）は，x > 3.5 を満たす値は「もとの




く．学生 F は，テクニックである 7 > 6 から x 
> 3 の 3 行を誤答箇所として指摘している．
このテクニックが間違いであると判断する根
拠は，与えられた不等式である 2x – 7 > 0 に
3.2 を代入し，不等式が成り立たないことであ
る．すなわち，答えから解が適しているか，









る．より詳細に述べれば，学生 F は「x > 3 な
らば 2x – 7 > 0」の真偽判断をしている．条件
x > 3 を満たす 3.2 が条件 2x – 7 > 0 を満たさ
ないため，3.2 がこの命題の反例になり，この
命題は偽だと判断しているのである．これは，






















生 F は，x > 3 という不等式を，この条件を満
たす数の集合をあらわしているのではなく，
「x は 3 より大きい」と x と 3 の大小関係を
表していると捉えていると考えられる．実際，
x > 3 の解が正しくないことを示す際も，正答
の x > 3.5 と春子さんの与えた不等式 x > 3 を
比べることはなく，3 より大きい特定の数を
選び，その数のみを用いて春子さんの答えを
検証している．学生 F は，x を何らかの値を
とる変数として捉え，集合ではなく単体でそ
の値をみているといえる．さらに，ペアの話













 以上のように，学生 F は，テクニックが不
適切であることを答えから指摘している．学
生 F は，x > 3.5 を x は 3.5 より大きい数を表





















(2) 問題 2 





学生 C は，|x| ≧ 3 について，x を正負の数
で場合分けし，数直線に x ≧ 3 と x ≦ －3
を示した． 
|x| ≧ x についても，図 7 のように，x を正
負の数で場合分けをし，「x が正のとき x ≧ x 
0≧0，x が負のとき x ≦ 0」と解答欄に記述
した．これは，|x| ≧ x を条件不等式と捉え，
x を場合分けすることで，不等式を解こうと
したのだろう．事実，ペアの議論の中で，|x| 






そして，学生 C は，|x| ≧ x が表すものに
ついて「だから，もう，0 以上．0 は 0 以上 0
以下．つまり 0 なのかな．」（プロトコル No.25）









した．これは，解について 0 以上と 0 以下の
和集合を考えている．したがって，共通部分
から和集合へと考え方が変わったといえる． 
最終的には，1 と－1 をそれぞれ|x| ≧ x に
代入し，1 ≧ 1，1 ≧ －1 と書き表した．そ
して，|x| ≧ x にイコールが有るためどのよう
な実数を代入しても不等式として成り立つこ
とをプロトコル No.75 のように説明し，|x| ≧ 
x は全ての実数を表すと述べた． 
75 C イコールなかったらダメだけど 1 
＝ 1 になるし．全部なんじゃない？ 









学生 C は，|x－1| < 1 について，x－1 が正
のときと負のときに場合分けし，0 < x < 2 を
導いた．そして，|x| ≦ 2 についても同様に x
が正のときと負のときに場合分けし，－2 ≦ 
x ≦ 2 を導き，0 < x < 2 を①，－2 ≦ x ≦ 2
を②とした．しかし，それぞれの場合分けに
0 と等しいときを入れていないことや，x－1 
> 0 のとき x < 2，x－1 < 0 のとき x > 0 と記述
されていたことから，x < 2 と x > 0 の共通範
囲として 0 < x < 2 を導いたと考えられる． 
そして，「|x－1| < 1 ならば|x| ≦ 2 である」
という問題文に対し，次のような発言をした． 




16 D あ～、そうだね． 
 そして，解答欄には，図 8 に示した図をか




る 」（ プ ロ トコ ル
No.49）と説明し，「|x
－1| < 1 ならば|x| ≦ 
2 である」は成り立
たたないが，「|x| ≦ 
2 ならば|x－1| < 1」
は示すことができると主張した．したがって，
「|x| ≦ 2 ならば|x－1| < 1」を「－2 ≦ x ≦ 
2 は 0 < x < 2 を含んでいる」と解釈したこと
によって，命題は正しくないとしている． 
学生 D も，|x－1| < 1 について，x－1 を正
のときと負のときに場合分けし，0 < x < 2 を
導いていた．そして，|x| ≦ 2 についても同様
に x が正のときと負のときに場合分けし，－
2 ≦ x ≦ 2 を導いた．また，学生 D は，－





なわち， |x| ≦  2
について x を正負
図 8 学生 C 解答 
図 9 学生 D 解答 1 
−60−
の数で場合分けしていることから，解の和集
合で捉えるところを，x ≦ 2 と x ≧ －2 を
連立不等式として捉え，共通範囲を求めた解
法になっていた．|x－1| < 1 についても同じ捉
え方をして 0 < x < 2 を導いたと考えられる． 
そして，0 < x < 2 に含まれず，－2 ≦ x ≦ 
2 に含まれる要素があるため，命題は成り立
たないと図 10 を用いてプロトコル No.40 の
ように説明した．このような説明から，学生
D は，0 < x < 2 と




40 D 最初のやつ（|x－1| < 1）にそれ（－
2 ≦ x ≦ 0）が無いんだから，やっぱり
– 1 とかをここ（|x – 1| < 1）に入れるじゃ
ん．– 2 になって，1 だからダメだ． 
 これは，0 < x < 2 は－1 を含んでいないた
め，「0 < x < 2 は－2 ≦ x ≦ 2 を含んでいる」
と捉えた命題は成り立たないことを説明した
ものである． 
 このように，学生 CD ペアは，二つの集合
の包含関係を考え，命題の真偽を判断した．
「| x－1 | < 1 ならば|x| ≦ 2」を「0 < x < 2 は
－2 ≦ x ≦ 2 を含む」と捉えていたため，プ
ロトコル No.40 のように命題が成り立たない
ことを－1 を例に挙げ説明したと考えられる． 
学生 CD ペアの議論から，「A ならば B で
ある」を「A は B の部分集合である」すなわ

























る 2x – 7 > 0 を解くことに推移律を用いて x > 
3 を解としたことに対し，ほとんどの学生は，
x > 3.5 と比較し解の妥当性を判断したり，あ
る値を 2x – 7 > 0 に代入し不等式を満たすか














|x| ≧ x を全ての実数に対して成り立つ不等
式と捉えることが可能である．実際に実数全
体を指していると答える学生がいた．一方，
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